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Лекция 3

• Основные этапы в изучении свойств колебательных систем
• Модели динамических систем



Основные этапы в изучении свойств 
колебательных систем
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От реальных систем к их моделям
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• Главная задача моделирования предоставить конструкторам понимание какие 
проблемы общей динамики могут встретиться, и каким образом их можно устранить для 
нормальной и безопасной эксплуатации машин.

• На разных этапах проектирования могут применяться различные способы 
моделирования  вибрационного поведения машин – “простые” и “сложные”. 

• Простые модели могут дать информацию о наиболее значимых физических 
характеристиках объекта исследования – требуют минимальных затрат по трудоемкости 
и временных. Если простые модели не дают необходимую информацию о  
динамической системе, то переходят к более точным моделям.

• Сложные модели, чаще всего построенные в МКЭ программах,  могут дать несколько 
более точную картину вибрационного поведения, однако полагается, что инженер уже 
получил информацию о необходимости такого моделирования. Время и стоимость – “из 
пушки стрелять по воробьям не надо”.
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Моделирование и анализ как процесс

Анализ вибрационной системы обычно включает

• математическое моделирование
• подготовка уравнений движения системы
• решение уравнений
• интерпретация (анализ) результатов

Шаг 1: Математическое моделирование. 

Цель – представить моделью наиболее важные особенности системы, чтобы получить математические 
(или аналитические) уравнения вибрационного поведения системы

• Математическая модель должна быть достаточно подробной, чтобы описать свойства реальной 
машины, однако не перегружать ее несущественными деталями, увеличивающих ее сложность и 
размерность покрывающих ее уравнений движения

• Математическая модель может быть линейной или нелинейной – зависит о входящих в нее 
элементов.

• Линейные модели требуют минимального времени на их создание и дают быстрое решение . 
Однако в ряде случае требуется использование нелинейных моделей, показывающих более точные 
результаты и  не выявленные ранее особенности динамической систем.

• Серьезная работа для динамических отделов предприятия – выбор необходимой модели, 
однако в любом случае всегда предполагается идти к сложной только в случае необходимости.
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Шаг 2: Подготовка уравнений движения. 

Уравнения движения для колебательной системы получаются обычно в форме обыкновенных 
дифференциальных уравнений  для дискретной системы и в частных производных для 
континуальных систем. Уравнения могут быть линейными или нелинейными в зависимости от 
свойств элементов динамических систем

Основные законы, используемые для получения уравнений – второй закон Ньютона, принцип 
Даламбера, закон сохранения энергии.

В современных программах уравнения движения создаются автоматически после создания 
самой модели. Обычно затраты на создание модели значительно превышают затраты на 
создание системы дифференциальных уравнений и их решение – соотношение -90% и 10% 
соответственно.

Моделирование и анализ как процесс
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Шаг 3: Решение уравнений. 

• стандартные методы

• преобразования Лапласа (линейные дифференциальные уравнения 
становятся алгебраическими)

• матричные методы

• численные методы

Затраты времени на решение обыкновенных дифференциальных уравнений и 
уравнений в частных производных существенно  разные. Последние - на 
порядки больше.

Шаг 4. Интерпретация результатов

• Обычно результаты решения даются в форме перемещений, скоростей или ускорений.

• Их интерпретация связана с конкретными целями  анализа и возможными  на их базе 
изменения конструкции машины

Моделирование и анализ как процесс



Модели динамических систем
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Массы и пружины – элементы для создания дискретных моделей

The mass or inertia element is assumed to be a rigid body; it can gain or lose kinetic energy  whenever the velocity of the 
body changes.

In most cases, we use a mathematical model to represent the actual vibrating system.
For lumped models , the mass or inertia elements of the system can be easily identified. 

k - константа для линейной пружины, всегда положительная (коэффициент жесткости).
Физический смысл – сила (положительная или отрицательная), вызывающая единичное перемещение 
(увеличение или уменьшение длины).  

Deformation of a spring 

Массы и пружины – основные элементы для создания моделей.

Масса рассматривается как недеформируемое однородное тело. Может приобретать или терять кинетическую 
энергию в своем движении при изменении скорости.

Пружина - тип механической связи. Чаще всего не имеет массы.
Описывается жесткостью и демпфированием. Может быть линейной и нелинейной.

Любое упругое и деформируемое тело – балки, оболочки, пластины - может быть описано пружиной

Пружиной может называться и связь, описываемая полной матрицей жесткости [6x6].
Например, матрица жесткости для осесимметричной балки, описываемой такой связью, может включать несколько 
коэффициентов жесткости  - изгибную, крутильную жесткость и осевую  жесткость
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Нелинейные и линейные пружины

Most springs used in practical systems 
exhibit a nonlinear force-deflection 
relation, particularly when the 
deflections are large
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Линеаризация нелинейной пружины

Во многих практических задачах мы предполагаем, что перемещения очень малы и можно использовать 
для ее решения линейные соотношения. Даже, если отношение сила-перемещение для пружины 
нелинейное, мы часто аппроксимируем его как линейное, применяя процесс линеаризации.

Пусть F – статическая равновесная сила, действующая на пружину, вызывающая перемещение х*. Если 
приращение силы△F , то то пружина получит приращение △x.
Новое значение силы F +△F может быть выражено через ряд Тейлора около статического равновесного 
положения  х* как

где k –линеаризованная константа пружины, 
определяемая как 
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Для описания движения маятника, гармонического осциллятора  необходима одна 
независимая координата

Координаты для описания движения 
колебательной системы образуют набор 
обобщенных координат.  Среди них 
перемещения, углы поворота. Могут 
использоваться различные системы координат

Совокупность и количество независимых координат, требуемых для описания 
колебательной системы, определяет количество  степеней  свободы системы

Степени свободы колебательной системы (модели)

Системы с 1-й степенью свободы (гармонический осциллятор) 

Система с 2-й степенями свободы
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Реальные динамические системы (например, роторы) являются колебательными системами с 
непрерывными массовыми и упругими характеристиками (континуальные).  Для описания таких 
систем требуется бесконечно большое число степеней свободы. 

Континуальные системы могут  описываться конечным числом степеней свободы. Такие системы 
называются дискретными системами с сосредоточенными в точках инерционными элементами 
(массовыми). Эти элементы соединяются между собой упругими связями (пружинами).

Большинство реальных систем аппроксимируются дискретными 
моделями с ограниченным числом степеней свободы без потери 

значительной точности в результатах расчета.

Дискретные системы – системы с конечным числом степеней 
свободы



Расчетные модели дискретные систем
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Вал турбогенератора. Задача прогиба от действия неуравновешенных сил. Вал может 
аппроксимироваться конечным числом участков  (4 степени свободы). При этом 
выполняется гипотеза плоских сечений при изгибе.



Моделирование в МКЭ программах


