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Лекция 8

• Системы с 2-мя степенями свободы
• Дифференциальные уравнения движения
• Решение – собственные частоты и формы колебаний
• Связанность координат



Системы с N степенями свободы отличаются от систем с 1-й степенью свободы 
тем, что они имеют N собственных частот. Для каждой частоты существует  N 
координат, по которым происходит ее одновременное колебательное движение.  
Сочетание этих движений образует так называемую нормальную форму 
колебаний

Если для описания модели мы используем несколько независимых координат, то 
мы называем такую систему с  большим числом степеней свободы.
2 координаты – система с 2-мя степенями свободы (простейший случай системы с 
N степенями свободы)

В математике это  собственные значения и собственные вектора. Они получаются из 
совместного решения системы из N дифференциальных уравнений.
Поученные результаты ассоциируются со свойствами колебательной системы –
собственными частотами и формами колебаний.

Нормальные формы колебаний – свободные недемпфированные колебания, 
которые зависят только от массы  и жесткости системы и их распределения  в 
модели колебательной системы.

Системы с 2-мя степенями свободы



Чтобы возбудить колебания требуются определенные условия, соответствующие этой 
форме колебаний

Если колебания происходят на одной собственной частоте со своей формой 
колебаний, то все точки системы совершают простые гармонические колебания 
проходя позиции равновесного состояния одновременно.

В ряде случаев система (импульсная нагрузка – удар) результирующее движение 
может содержать все формы колебаний.

При действии внешней силы система испытывает колебания с ее частотой.

Совпадение этой частоты с одной из собственных частот системы приводят к 
резонансному явлению – увеличению амплитуд колебаний, ограничиваемых 
только демпфированием.
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Нормальные формы колебаний на примере колебательной системы с 2-мя 
степенями свободы
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Решение будем искать в виде
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В матричной форме

Подставим в дифференциальные уравнения

Уравнение удовлетворяет любым значениям А1 и А2, если детерминант 
этих уравнений равен 0. 



Системы с 2-мя степенями свободы

Корни этого уравнения

Обозначим 

Характеристическое уравнения получим после раскрытия 
детерминанта



Системы с 2-мя степенями свободы

Из этого уравнения можно получить только отношения амплитуд, а не их 
абсолютные значения

Подставляя частоты в это уравнение получим

Нормирование формы колебаний. Одну из амплитуд представляем  равной 
1, и тогда можно определить другую  амплитуду через первую – отношение не 
изменится. 

Нормированные амплитудные отношения определяют нормальные формы 
колебаний - собственные вектора.

Обозначаются как 



Системы с 2-мя степенями свободы

Первая форма колебаний - две массы колеблются a фазе.
Вторая форма – в противофазе.

Колебания по первой форме колебаний 

Колебания по второй форме колебаний 



Системы с 2-мя степенями свободы (крутильные колебания)

- симметричная матрица масс

- диагональная матрица жесткости



Координатная связанность

Или в матричной форме

Дифференциальные уравнения движения в систем с 2-мя степенями свободы 
называются связанными, если в каждом уравнении появляются 2 координаты.

В большинстве случаев 2 уравнения для недемпфированной системы имеют вид

Общий случай  координатной связанности

Из которого сразу видна координатная связанность этих уравнений



Координатная связанность

Пример

Пропорциональное демпфирование

Уравнения становятся несвязанными



Координатная связанность

- координаты, ведущие к статической 
связанности.  

- координаты, ведущие к динамической  связанности

x – линейное перемещение центра масс, тета – угол поворота  балки относительно центра массы
Если k1*l1 = k2*l2 связанность исчезает, и мы получаем несвязанные колебания по x и тета

Существует точка С, где сила, 
приложенная вертикально, 
производит только линейное 
перемещение без угла поворота.
Если k1*l3 = k2*l4 связанность 
исчезает, и мы получаем 
несвязанные колебания по x и 
тета



Вынужденные колебания

- координаты, ведущие одновременно к статической и динамической связанности



Вынужденные колебания

Или в более простом виде

Рассмотрим систему 2-DOF, возбуждаемую гармонической силой 

Матричное уравнение для такой системы

Для недемпфированной системы решение может быть выбрано как

Подставив в дифференциальное уравнение получим

Определитель 



Вынужденные колебания

w1 и w2 – частоты собственных колебаний

и далее


